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Abstract. The stress-strain state of a reinforced by an infinite broken stringer elastic in-
finite strip with an end crack is considered. A solution of the problem is reduced to solving 
one singular integral equation with fixed singularity. The numerical study of this equation id 
carried out by the Erdogan – Theocaris method. 
 
Key words: contact problem, elastic infinite strip, infinite broken stringer, end crack, 
singular integral equation. 
 
 
Введение. 
Многие инженерные конструкции и сооружения по тем или иными причинам со-
держат концентраторы напряжений типа трещин (разрезов, щелей), инородных вклю-
чений и накладок, вокруг которых возникают большие, быстроизменяющиеся локаль-
ные поля напряжений, которые могут привести к разрушению. Этим и обусловлена 
актуальность исследований и анализа напряженно-деформированного состояния уп-
ругих однородных и составных массивных тел с концентраторами напряжений, кото-
рым посвящены много теоретических и экспериментальных работ [2, 4 – 10, 12 – 14, 
16, 17]. Ряд работ посвящен также исследованию взаимовлияния различных типов 
концентраторов напряжений одновременно находящихся в массивных деформируе-
мых телах [1, 11, 15, 18] . 
В настоящей работе рассмотрено напряженно-деформированное состояние упру-
гой бесконечной полосы с краевой трещиной, усиленной бесконечным разорванным 
стрингером. Решение задачи сводится к решению одного сингулярного интегрального 
уравнения с обобщенным ядром Коши, решение которого построено численно-
аналитическим методом механических квадратур [4, 12,14]. 
 
1. Постановка задачи и вывод определяющих уравнений. 
Пусть упругая бесконечная полоса в виде пластины с модулем упругости E  и вы-
соты H отнесена к правой прямоугольной системе координат Oxy , на линии 0x   – 
ослаблена вертикальной краевой трещиной длины l , а на своей границе  0y   уси-
лена бесконечным, разорванным в сечении 0x   стрингером с модулем упругости 
 s sE E E  и площадью поперечного сечения sA , причем s s sA h d  , где sd  – ши-
рина, а sh  – высота стрингера (рис. 1).  
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Рис. 1 
Пусть полоса на бесконечности растягивается равномерно распределенными си-
лами интенсивности p , а стрингеры на бесконечности растягиваются двумя сосредо-
точенными силами P P  , удовлетворяющими условию совместимости деформа-
ций на бесконечности 
.
s s
P p
A E E
   
Кроме того, примем, что нижняя грань полосы y H   свободна от напряжений, 
а на берегах трещины действуют нормальные разрывающие напряжения  0 y , а 
вдоль срединной линии верхней грани стрингеров действуют тангенциальные силы 
интенсивности  x , причем    x x      0 x   . 
Необходимо определить раскрытие трещины, коэффициент интенсивности разру-
шающих напряжений  0,x y  в вершине трещины y l  , а также контактные на-
пряжения, действующие под стрингерами. 
Полагаем, что полоса находится в обобщенном плоском напряженном состоянии, 
а стрингеры, в соответствии с моделью одномерного упругого континуума [10, 16], 
находятся в одноосном напряженном состоянии. При этом контакт полосы со стрин-
герами происходит по всей ширине полосы sd d , где d – ширина полосы. 
При указанных предположениях выведем определяющее уравнение поставленной 
задачи. Заметим, что ввиду симметричности относительно оси Oy  поставленную за-
дачу математически можно сформулировать в виде следующей граничной задачи для 
полубесконечной полосы, занимающей область  0 , 0D y H x       : 
     ,0 0; , 0; 0y yx x H x        
       ,0 ; , 0; 0s xydu x du x x H xdx dx        
   0, 0 0 ;xy y H y                                       (1.1) 
     00, 0 ;x y y l y      
   0, 0 ;u y H y l      
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x p      при  2 2x y   . 
Здесь , ,x y xy    – компоненты напряжений в полосе, а  ,u x y  и  su x  горизонталь-
ные перемещения точек полосы и стрингера, соответственно. 
Для построения решения граничной задачи (1.1) сначала рассмотрим вспомога-
тельную задачу для полубесконечной полосы, когда на ее верхней 0y   и нижней 
y H   гранях заданы компоненты напряжения y  и xy , а на лобовой грани 0x   
заданы напряжения xy  и горизонтальные перемещения  0,u y , т.е. рассмотрим сле-
дующую граничную задачу: 
     ,0 , 0 0 ;y yx x H x        
       ,0 ; , 0 0 ;xy xyx x x H x                                      (1.2) 
       00, 0; 0, 0 ;xy y u y u y H y       
x p      при   2 2x y   , 
где  x  – неизвестные контактные напряжения, действующие под стрингером, а 
 0u y  – горизонтальные перемещения точек лобовой грани полубесконечной полосы, 
которые равны нулю при H y l     и неизвестны при 0l y   . 
Решение последней граничной задачи  построим при помощи функции напряже-
ния Эри  ,F x y , которую представим в виде 
                  
0
,F x y A ch y B sh y y C ch y D sh y        

        
  2
1
cos sin
2
k x
k k k k
k
pxd e A xC y y    

                             (1.3) 
; 0 ; 0 ,k
k x H y
H
           
где        , , , , kA B C D A     и  1, 2,...kC k   – неизвестные коэффициенты, 
подлежащие определению. 
Функция  ,F x y  связанa с компонентами напряжений и перемещений известны-
ми формулами: 
       2 22 2, ,, ; , ;x yF x y F x yx y x yy x
      
   2 ,, ;xy F x yx y x y
                                                 (1.4) 
     2 0 02, ,1, ;F x y F x yu x y dx a y cE E xy
 
     
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     2 0 02, ,1, ,F x y F x yv x y dy a x bE E yx
 
                                  (1.5) 
где  - коэффициент Пуассона. 
Используя формулы (1.3) – (1.5) и удовлетворяя условиям (1.2), для определения 
неизвестных коэффициентов, входящих в разложение функции  ,F x y , получаем 
следующие соотношения: 
       0 00; ;A B D C cth           
       2 30
1
;k k k
k
B C C f A     

       
         2 2 20 0 0 0 0 0 0ch sh D ch B sh ch C                           (1.6) 
    1 3
1
1 ;k k k k
k
f A  

   
 2 1, 2,... .2k k kk
EA C u k    
Здесь введены обозначения: 
       00 0
0
2 2sin ; cos ;k k
H
C s s ds u u s sds
H
   



                       (1.7) 
    022 2
4
; .kk
k
f H
  
  
 

 
Приведем также выражения функций  0,x y  и  ,0 /u x x  , записанных при 
помощи коэффициентов разложения функции  ,F x y , которые необходимы в даль-
нейшем. Они даются формулами 
              
0
0, 2x y D ch y B C sh y y C ch y        

      
      2 2
1
sin ;k k k
k
D sh y d A y p     

                          (1.8) 
     2
0
,0 2 cos / .
u x
D x d p E
x E
    

                          (1.9) 
Определим осевые деформации точек стрингера от неизвестных касательных на-
пряжений  x  и заданной нагрузки  x . В рамках сделанных выше предположе-
ний можно записать [2] 
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       
0 0
1 0 .
x x
s
s
s s
du x
d s ds s ds x
dx A E
   
                         (1.10) 
Далее, используя соотношения (1.8), (1.9), удовлетворим второму и четвертому 
условиям (1.1). Из первого условия, с учетом равенства деформации точек полубеско-
нечной полосы и стрингера на бесконечности, получим соотношение 
     30
0
2 ;C D f                                         (1.11) 
где  
      0
0
2 sin ; .
s s
dEf x x dx
d A E
   

    
Второе же условие дает 
        
0
2D ch y B C sh y y C ch y       

     
           2 2 0
1
sin 0 .k k k
k
D sh y d A y y p l y      

           (1.12) 
Из соотношений (1.6) через  1, 2,...kA k   выразим коэффициенты 
     , ,B C D   . Тогда получим такие равенства: 
           
3 2
0 0 0 1 0 02
1
1 1 k k k k
k
B sh ch f A f          



           ; 
           
3 2
0 0 0 1 02
1
1 1 1k k k k
k
C sh sh f A sh f         



            ;(1.13) 
           
3
0 0 1 0 0 02
1
1 1 k k k k
k
D sh ch f A f          



            
       30 0 0 1 0 0
1
1 1 ;k k k k
k
ch sh f A sh ch f         

          
   2 20 0 1 0 0 0 0 1 0; 2 / .sh sh ch H                
Подставляя полученные выражения в уравнение (1.12), используя связь коэффи-
циентов kA  с коэффициентами  1, 2,...ku k   и представление последних из (1.7), 
после некоторых несложных преобразований получаем определяющее интегральное 
уравнение поставленной задачи. Оно имеет вид 
      20 0 00 8 2 21
4 2 2 2 4l
y s y s y s ys
ctg ctg
H H H
   

                
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     
   
0 0 0
2
2 2
exp
2 2 2
y s y s y s ys ysEi
y s y s
                      
       (1.14)  
         0 01 1, 0 .R s y u s ds f y y p l yH E 
            
Здесь введены обозначения: 
           2 1 2
0 0 00
, ,
ch s H s sh s H ch sHR s y R y
sh sh
       
              
    
 0
2 1
1
y sy s e
H
 
 
    
         2 2
0 0 0
, ;
ch s s H sh s ch s H
R y d
sh sh
       
          
 
            
0 0
1
2 2
, ;
y H sh y ch y sh ch y H ysh y H
R y
        
              
          
0 1 0 0
2
2
,
sh ch y H sh y ch y
R y
       
       
     
 
0 11 2 ;
ch y H ysh y H    

        
 f y = 
         
   
0 0
0
2 2
,
sh ch y H ysh y H y H sh y ch y
f d
         


              
а  Ei x – известная интегральная показательная функция. 
Уравнение (1.14) рассматриваем вместе с условиями равновесия стрингера 
   
0 0
d s ds P s ds 
 
                                         (1.15) 
и равенство нулю горизонтального перемещения на вершине трещины y l  , т.е. 
 0 0.u l                                                           (1.16) 
Используя связь коэффициента  0C   с коэффициентами  1,2,... ,ku k   
условиe (1.15) можно записать в следующей форме: 
     
0
0
0
2 ,
l
dE M s u s ds P G
H 
                                  (1.17) 
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где приняты обозначения: 
           1 2
10
cos 1 ;kk k k
k
M s s f R R d     
 

         
     
 
 
0 1 0 0 0 10 0 0
1 2
1
; ;
sh chsh ch
R R
         
      
       1
00 0 0
2 .
f dG s ds d d R f d
     
  
       
Таким образом, решение поставленной задачи сведено к решению интегрального 
уравнения (1.14) при условиях (1.16) и (1.17). 
 
2. Решение определяющего сингулярного интегрального уравнения. 
Перейдем к решению интегрального уравнения (1.14) при условиях (1.16) и (1.17). 
С этой целью заметим, что ядро интегрального уравнения (1.14) представлено в виде 
суммы сингулярной и регулярной частей, причем сингулярная часть ядра, кроме 
обычной сингулярности, содержит также неподвижную особенность в точке 
0s y  , что весьма усложняет применение аналитических методов для построения 
решения этого уравнения. Поэтому решение уравнения (1.14) строим численным ме-
тодом [4], который выгодно отличается от метода, предложенного в [12, 14], своей 
простотой. Исходя из этого, сведем уравнение (1.14) к более удобному виду для при-
менения этого метода. С этой целью сначала проинтегрируем обе части интегрально-
го уравнения (1.14), а затем произведем интегрирование по частям. В результате по-
лучим 
     0 200 021 2
4 2 2 2 2 4l
s y s y s y syE Hctg ctg
H H H
   

                      
   0 0 0
0
2 1exp
2 2 2 4
y s y s yss yEi
s y
                     
 
           
0
0 1 0 02 , 0 ,2
ys EK s y u s ds y F y u C l y
Hy s
          
            (2.1) 
где  
         2 2 1 2
0 0 00
2
, ,
sh s H s ch s HH sh sK s y R y
sh sh
       
             
  
  
    0 0
1 2
exp
2
y s
y s d
H
     
     
 
         2 2 2 2
0 0 00
2
, ;
sh s s H ch s sh s HH R y d
sh sh
        
        
  
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     1 01,R y y H ch y sh y            
    0 ;sh sh y H ych y H          
           2 0 1 0 01,R y sh ch y H ch y sh y                
      0 11 sh y H ych y H           ; 
     21 12
0 0 00
1 ,
ch HHF y R y d
sh sh
      
         
  
 22
10 0 00
cos1 1 , ;k
k k
y
R y d
sh sh
    
 

          
  
      0 ;y y f y p dy        
0C – постоянная интегрирования, а  0 0 0u u – горизонтальное смещение точки 
0x y   полосы , подлежащее определению. 
Далее, при помощи замены переменных  
 1 1; 1 , 1
2 2
t uy l s l t u         
сформулируем интегральное уравнение (2.1) на интервале  1,1  и введем новую без-размерную  искомую функцию по формуле 
  0 01 1 ,2 2s s
E A t tt u l u
lP


                                      (2.2) 
которая, очевидно, удовлетворяет условиям 
 1 0.                                                         (2.3) 
После этих преобразований определяющее интегральное уравнение (2.1) оконча-
тельно принимает следующий вид: 
         1 1 0 0 0 0
1
1 1 , v 1 1
2
K u t u du G t H t C t
u t
 
                     (2.4) 
При этом условие (1.17) в новых обозначениях запишется так: 
     1 10
1 1
v
1 .
2 2
dM u H Gu du M u du
du l P



 
                              (2.5) 
Здесь 
       1
2 4,
4 4 4
u t l u tl HK u t ctg ctg
H H H l u t
 

         
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    21 11 1 3 2 1 18 32u t u t
             
 
        
 
1 1 12 2 4 3 2 1 1exp
4 4 8 2
u t u t u t u t
Ei
u t
                        
 
  
 
   
2
1 1 1 1
, ;
2 22 2
u t l u l t
K
u t
           
 
           20 2 2
1 0 0 00
sin cos1 4k k
k k
l y l ch H l sh lHH t
Hl sh sh
    
   


          
   
       2
1 22
0 0 00
1 14, , ;
2 2
l t H l ch l sh l H l tHR d R d
sh sh
        
                        
   
      0 00 0 0 1 011 1; ; v ; ; .2 2
l t Eu CuG t M u M l C l
lP lp lp
                 
  
Окончательно решение поставленной задачи сводится к решению сингулярного 
интегрального уравнения (2.4) при условиях (2.3) и (2.5). 
Из условий (2.3) следует, что решение интегрального уравнения (2.4) ограничено 
на обоих концах интервала (– 1,1). Тогда для существования решения необходимо, 
чтобы правая часть этого уравнения удовлетворяла условию разрешимости [3, с. 396], 
которое в данном случае можно записать так: 
       1 1 11 0 0 0 0
2 2
1 1 1
,1 .
2 1 1
K u t G t H t v C
u du dt dt
t t
   
 
   

 
Это дополнительное условие дает возможность установить связь между постоян-
ными 0v  и 0C . Однако, в дальнейшем, это условие не будем использовать в таком 
виде, так как применяемый здесь численный метод, для ограниченных в концевых 
точках интервала решений, сводит решение сингулярного интегрального уравнения к 
решению системы алгебраических уравнений, решения которой автоматически удов-
летворяют условию разрешимости [4]. 
Следуя работе [4], решение уравнения (2.3) представим в виде 
     21 1 1t t t t                                           (2.6) 
При этом полагаем, что функция  t  на отрезке [– 1,1] удовлетворяет условию 
Гельдера. Тогда, если в качестве узловых точек принять корни многочлена Чебышева 
второго рода   0mU x  , т.е. точки 
 cos 1, 2,...,
1m
mx m M
M
     , 
то интегральное уравнение (2.4) можно свести к следующей системе линейных алгеб-
раических уравнений [4]: 
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       2 1 0 0 0 0
1
1 1sin , v
2 1 1
M
m
m r r r
m m r
x m K x t G t H t C
M M x t
 

                            (2.7) 
 
 
2 1
cos , 1,2,..., 1
2 1r
r
t r M
M
      
, 
oткуда определяются    1mx m M   . 
Как отмечено выше, решения системы уравнений (2.7) автоматически удовлетво-
ряют условию разрешимости интегрального уравнения (2.4), записанному с помощью 
квадратурной формулы Гаусса. Присоединяя к системе алгебраических уравнений 
(2.7) условие (2.5), которое записываем в виде 
     
2
1
0
1 1
sin v1 1 ,
1 2 2
m
m
m
m
dM x H GM x M u du
M du l P


 
 
            
получим 2M   уравнения для определения стольких же неизвестных постоянных 
вместе с 0v  и 0C . 
После определения функции  t  довольно легко можно определить важные ме-
ханические характеристики  поставленной задачи, которыми являются коэффициент 
интенсивности разрушающих напряжений  0,x y  (КИН) в концевой точке трещи-
ны y l   и касательные контактные напряжения, действующие под стрингерами. 
Для определения КИН запишем выражение напряжений  0,x y вне трещины. 
Оно имеет вид 
         0 010, , ;2x l
Ey Q y s u s ds f y p H y l
y s
 



                  (2.8) 
где 
     
 2,
2 2 2
y s y sHQ y s ctg ctg
H H y s H
 

        
 
     20 0 0 0
0
8 2 2
exp
4 2 2
y s ys y s y s
Ei
                      
 
 
     
2
0 0 0
2
2 2 2 , .
2
y s ys ys
R s y
y s Hy s
           
Выражение (2.8) получено из интегрального уравнения (1.14), полагая в нем  
H y l     и    0 0,xy y  . Нетрудно заметить, что  ,Q y s – интегрируемая 
функция вблизи точки y l  . Далее, используя соотношение (2.2), выразим функцию 
 0u y  через функцию  t . Будем иметь такую функцию:  
      
2 0
0
2 21 1 .
t upl p yu y t t t
E E l ly l y
               
Подставляя это выражение функции  0u y  в (2.8) и учитывая, что при 
, 1y l t   , эту формулу запишем в виде 
        
1
0, ;
2
x
pl
y F y H y l
y y l
                          (2.9) 
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        
   
 
0 01 ,
2 2l l
u Q y s upl ds plF y ds
y ss l s s l s
  
  
         
     0 2 01 2 2, 1 1 .
2 l
uE p sQ y s u u ds f y p u
y s E l l




                       
Умножая (2.9) на  2 /y l l   и устремляя y  к l , для коэффициента интен-
сивности приведенных разрушающих напряжений  0, /x y P  в точке y l   полу-
чим выражение    2 1 / 2.IK l    
Используя далее соотношения (1.7), (1.11) и (1.13), определяем также контактные 
касательные напряжения  x , действующие под стрингерами, в зависимости от 
функции  t . 
Числовой пример. Численные расчеты проведены в случае, когда 
   0 0y x   , 0 / 0,05;0,1;0,15l H   . Вычислены значения КИН IK  приве-
денных разрушающих напряжений на нижнем конце трещины, которые представлены 
в табл. 1,2,3, где принято, соответственно: 0 = 0,05;  0 = 0,1; 0 = 0,15.   В представленные таблицы включены значения приведенного смещения верхнего 
конца трещины v0 при различных значениях параметра 1 / shE lE  .  
 Рис.2  На pис.2 представлены графики раскрытия трещины в зависимости от характер-
ного параметра 1 . Из этих результатов можно заключить, что при постоянном значе-
нии 0 уменьшение 1 приводит к возрастанию KI и к снижению v0. Причем убывание 
параметра 1 при постоянных геометрических характеристиках поставленной задачи можно трактовать как возрастание модуля упругости стрингера по отношению к мо-
дулю упругости полосы.  
 
Таблица 1  
1 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 
v0 0,00406 0,0054 0,0066 0,0073 0,0085 0,0098 
KI 0,03970 0,03295 0,02656 0,02330 0,01719 0,01397  Таблица 2  
1 0.5 0,7 0,9 1.1 1,3 1,5 
v0 0,0022 0,0028 0,0034 0,0037 0,0044 0,00498 
KI 0,01917 0,01628 0,01328 0,01182 0,00899 0,00588  
1=0,5
1=0,15
1=0,1 
v0(t)
t 
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   Таблица 3  
1 0,5 0,7 0,9 1,1 1,3 1,5 
v0 0,0017 0,0020 0,0024 0,0026 0,0030 0,0034 
KI 0,01175 0,01025 0,0085 0,00758 0,00562 0,00375 
 
Следовательно, при постоянной длине трещины и ширине полосы имеем: чем 
жестче стрингер, тем больше коэффициент интенсивности KI , и при этом возрастает вероятность распространения трещины. 
 
Р Е ЗЮМ Е .  Методом сингулярних інтегральних рівнянь в поєднанні з чисельно-аналітичним 
методом механічних квадратур побудовано ефективний розв’язок задачі про напружено-
деформований стан пружної нескінченної смуги з крайовою тріщиною, посиленою двома напівне-
скінченними стрингерами. Показано, що при сталих довжині тріщини та ширині смуги збільшення 
жорсткості стрингерів приводить до збільшення як коефіцієнту інтенсивності KI, так і максимального 
розкриття тріщини, що збільшує ймовірність розповсюдження тріщини.  
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